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一类具有４∶－５共振奇点的复三次
ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ系统的可积性条件

桑　波
（聊城大学数学科学学院，山东 聊城 ２５２０５９）

摘　要：对于一类具有４∶－５共振奇点的复三次ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ系统，通过前８阶广义奇点量的计算，给出系统
可积的充分条件。这些条件是通过构造积分因子或形式首次积分得以验证。
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　　当线性孤立奇点是中心时其非线性项的影响可
使相图是非退化中心或是稳定焦点或不稳定焦点，

这类判定问题称为中心焦点问题。自１９０４年Ｄｕｌａｃ
研究二次系统的中心判定以来，中心焦点问题受到

一些学者的广泛关注。它对Ａｒｎｏｌｄ问题、可积性问
题和Ｈｉｌｂｅｒｔ第十六问题后半部分的解决都具有重
要意义。Ｂａｕｔｉｎ完整解决了二次系统的中心焦点判
定问题；Ｓｉｂｉｒｓｋｉｉ解决了缺少二次项的三次系统的
中心判定问题；Ｓａｄｏｖｓｋｉｉ［１］利用 Ｃｈｅｒｋａｓ方法解决
了一类可约化为 Ｌｉéｎａｒｄ系统的三次系统的中心判
定问题。但对于一般三次系统及三次以上系统，目

前还没有彻底的结论。

Ｚｏｌａｄｅｋ［２］将中心问题推广到具有 ｐ： －ｑ共振
奇点的复多项式微分系统：

ｄｘ
ｄｔ＝ｐｘ＋Ｘｍ（ｘ，ｙ），

ｄｙ
ｄｔ＝－ｑｙ＋Ｙｍ（ｘ，ｙ
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其中ｐ，ｑ∈Ｎ，（ｐ，ｑ）＝１，ｘ，ｙ，ｔ∈Ｃ，而且
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ｍ

ｋ＝２
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ｋ
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ｋ－ｊｙｊ，Ｙｍ ＝∑
ｍ

ｋ＝２
∑
ｋ

ｊ＝０
ｂｋ，ｊｘ

ｋ－ｊｙｊ

尽管对于ｐ：－ｑ＝１：－１，ｐ：－ｑ＝１：－２，ｐ：－ｑ＝
１：－３，ｐ：－ｑ＝２：－３，ｐ：－ｑ＝３：－ｑ，ｐ：－ｑ＝１：
－ｑ等情形下的特殊多项式系统的可积性问题，已
有大量的研究成果［３－１１］，但对于高次多项式系统

的可积性问题，仍需作进一步研究。

１　广义奇点量算法及引理
对于系统 （１），由文 ［１２］，可逐项确定形式
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幂级数

Ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘｑｙｐ＋∑
∞

ｋ＝ｐ＋ｑ＋１
∑
ｋ

ｊ＝０
Ｂｋ，ｊｘ

ｋ－ｊｙｊ （２）

使得

ｄＦ
ｄｔ（１）
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∞

ｋ＝１
Ｗｎ（ｘ
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其中Ｗｎ称为系统（１）在原点的第ｎ阶广义奇点量。
下面介绍我们计算广义奇点量的方法。对

（３）式中间部分合并同类项得：
Ｆ
ｘ
（ｐｘ＋Ｘｍ）＋

Ｆ
ｙ
（－ｑｙ＋Ｙｍ）＝

∑
（ｐ＋ｑ）（ｎ＋１）－１

ｌ＝ｐ＋ｑ＋１
∑
ｌ

ｊ＝０
ｆｌ，ｊｘ

ｌ－ｊｙｊ＋

∑
（ｐ＋ｑ）（ｎ＋１）

ｊ＝０，ｊ≠ｐ（ｎ＋１）
ｆ（ｐ＋ｑ）（ｎ＋１），ｊｘ

（ｐ＋ｑ）（ｎ＋１）－ｊｙｊ＋

Ｖｎ（ｘ
ｑｙｐ）ｎ＋１＋ｈｏｔ．

其中Ｖｎ，ｆｌ，ｊ，ｆ（ｐ＋ｑ）（ｎ＋１），ｊ都是关于诸参数ａｋ，ｊ，ｂｋ，ｊ和诸
变量Ｂｋ，ｊ的多项式，且关于诸变量 Ｂｋ，ｊ是线性的；
ｈｏｔ．表示次数高于（ｐ＋ｑ）（ｎ＋１）的项。

为了从Ｖｎ消去诸变量Ｂｋ，ｊ，我们根据文 ［１４］
的消元技巧，先指定诸变量 Ｂｋ，ｊ的次序，再将诸
ｆｌ，ｊ，ｆ（ｐ＋ｑ）（ｎ＋１），ｊ适当整序得到关于诸变量 Ｂｋ，ｊ的三角
列Ｔｎ，最后求多项式Ｖｎ＋ｖ关于三角列Ｔｎ的伪余
式 Ｒｎ，则第 ｎ阶广义奇点量 Ｗｎ 满足 Ｗｎ ＝

Ｒｎ
ｃｏｅｆｆ（Ｒｎ，ｖ）

－ｖ，其中 ｃｏｅｆｆ（Ｒｎ，ｖ）表示多项式

Ｒｎ关于ｖ的一次项系数，ｖ为临时引进的变量。
一方面，系统 （１）在原点的各阶广义奇点量

都为零是系统在原点可积的充要条件；另一方面由

Ｈｉｌｂｅｒｔ有限基定理，所有广义奇点量生成的有理
数域上的多项式理想是有限生成的，因此可积性问

题可在有限步内解决。

考虑右端函数为ｎ次复多项式的二维微分自治
系统：

ｄｘ
ｄｔ＝Ｘｎ（ｘ，ｙ），

ｄｙ
ｄｔ＝Ｙｎ（ｘ，ｙ

{ ）

（４）

　　定义１［１２］　设ｆ（ｘ，ｙ）是一个ｍ＞０次多项式，
如果存在多项式ｈ（ｘ，ｙ），使得

ｄｆ
ｄｔ（４）

＝ｈ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ） （５）

则称ｆ＝０是系统（４）的ｍ次不变代数曲线，并称
ｆ是系统（４）的代数积分，ｈ称为ｆ的余因子。

注　由上面的定义，多项式ｆ是系统（４）的代
数积分的充要条件是在纯字典序 ｐｌｅｘ（ｘ，ｙ）下，
ｄｆ
ｄｔ（４）

关于ｆ的余式Ｒ≡０。

引理１［１２］　设 ｆ１，ｆ２，…，ｆｍ是系统 （４）的 ｍ个
独立的代数积分，满足

ｄｆｋ
ｄｔ（４）

＝ｈｋ（ｘ，ｙ）ｆｋ（ｘ，ｙ），ｋ＝１，２，…，ｍ（６）

如果存在一组不全为零的复常数 α１，α２，…，αｍ，使
得

α１ｈ１＋α２ｈ２＋… ＋αｍｈｍ ＝－
Ｘｎ
ｘ
＋
Ｙｎ
( )ｙ （７）

则ｆ＝ｆ　α１１ｆ　
α２
２…ｆ　

αｍ
ｍ 是（４）一个Ｄａｒｂｏｕｘ积分因子。

引理２［１３］　系统 （１）在原点可积的充要条件
是该系统存在形如（２）的形式首次积分。

２　主要结果
考虑一类以原点为４∶－５共振奇点的复三次

ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ系统：
ｄｘ
ｄｔ＝ｘ（４＋ａ１ｘ

２＋ａ２ｙ
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ｄｙ
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２＋ｂ２ｙ
２{ ）

（８）

通过计算，我们得到系统（８）的前８阶广义奇点量
Ｗ１，Ｗ２，…，Ｗ８，其中

Ｗ２ｋ＋１ ＝０，ｋ＝０，１，２，３；

Ｗ２ ＝－
１
７２０ｂ２ａ

３
２ｂ
５
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３
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５
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４
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４
２ｂ
３
１ａ
２
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２７
２２５２８ａ

４
２ｂ１ａ

４
１＋

１
５７６ａ

４
２ｂ
４
１ａ１－

７６８１
１７７４０８００ｂ

２
２ａ
２
２ｂ
２
１ａ
３
１－

６１１
４９２８００ｂ

２
２ａ
２
２ｂ
３
１ａ
２
１－

１９
１６８９６００ｂ

２
２ａ
２
２ｂ１ａ

４
１＋

４４８９
１１０８８００ｂ

２
２ａ
２
２ｂ
４
１ａ１＋

５９
８８７０４００ｂ

３
２ａ２ｂ

２
１ａ
３
１＋

７１
４４３５２０ｂ

３
２ａ２ｂ

３
１ａ
２
１＋

１
４２２４０００ｂ

３
２ａ２ｂ１ａ

４
１＋

１９７
５５４４００ｂ

３
２ａ２ｂ

４
１ａ１＋

１７３９
８８７０４０ｂ２ａ

３
２ｂ
２
１ａ
３
１－

６０９１
８８７０４０ｂ２ａ

３
２ｂ
３
１ａ
２
１＋

４９
１６８９６０ｂ２ａ

３
２ｂ１ａ

４
１＋

１６７
２７７２０ｂ２ａ

３
２ｂ
４
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而第４阶、第６阶、第８阶广义奇点量的项数分别
多达７９项，１７９项，３１９项，在此不便给出。但读
者可根据上节广义奇点量的计算方法，并通过符号

计算软件Ｍａｐｌｅ７以上版本编程得到这些广义奇点
量。

５４
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令Ｉ８＝＜Ｗ２，Ｗ４，Ｗ６，Ｗ８＞为广义奇点量生成
的多项式理想。首先我们使用符号计算软件 Ｓｉｎｇｕ
ｌａｒ中的命令ｍｉｎＡｓｓＧＴＺ［１６］得到在有限域Ｚ３２００３上多
项式理想Ｉ８的最小相伴素理想分别为

Ｊ１ ＝＜ｂ１ ＞，
Ｊ２ ＝＜ａ２ ＞，

Ｊ３ ＝＜ａ１－１０６６９ｂ１ ＞，
Ｊ４ ＝＜ａ１－２ｂ１，ｂ２＋５３３３ａ２ ＞，

Ｊ５ ＝＜ａ１＋１６０００ｂ１，ｂ２＋５３３３ａ２ ＞，
Ｊ６ ＝＜ａ１＋１３７１５ｂ１，ｂ２－１６００１ａ２ ＞，

Ｊ７ ＝＜ｂ
２
２－１５９９６ｂ２ａ２＋５３４１ａ

２
２，ａ１＋ｂ１ ＞，

Ｊ８ ＝＜ｂ２ａ１－５ａ２ａ１＋４ｂ２ｂ１ ＞
然后根据文 ［１７］的有理重构算法，我们得到在
有理数域上多项式理想 Ｉ８的最小相伴素理想分别
为

Ｓ１ ＝＜ｂ１ ＞，
Ｓ２ ＝＜ａ２ ＞，

Ｓ３ ＝＜ａ１－４／３ｂ１ ＞，
Ｓ４ ＝＜ａ１－２ｂ１，－５／６ａ２＋ｂ２ ＞，
Ｓ５ ＝＜ａ１－３／２ｂ１，－５／６ａ２＋ｂ２ ＞，
Ｓ６ ＝＜ａ１－４／７ｂ１，１／２ａ２＋ｂ２ ＞，

Ｓ７ ＝＜１１／２ｂ２ａ２＋ｂ
２
２＋
４３
６ａ

２
２，ａ１＋ｂ１ ＞，

Ｓ８ ＝＜ｂ２ａ１－５ａ２ａ１＋４ｂ２ｂ１ ＞
定理１　系统（８）在原点可积的必要条件是下

列八组条件之一成立：

（ｉ）ｂ１ ＝０；
（ｉｉ）ａ２ ＝０；
（ｉｉｉ）ａ１ ＝４／３ｂ１；
（ｉｖ）ａ１ ＝２ｂ１，ａ２ ＝６／５ｂ２；
（ｖ）ａ１ ＝３／２ｂ１，ａ２ ＝６／５ｂ２；
（ｖｉ）ａ２ ＝－２ｂ２，ｂ１ ＝７／４ａ１；

（ｖｉｉ）ａ１ ＝－ｂ１，ａ２ ＝ －３３８６±
１
８６槡( )５７ｂ２；

（ｖｉｉｉ）ａ２ ＝１／５
ｂ２ ４ｂ１＋ａ( )

１

ａ１
除条件 （ｖｉｉ）外，其它条件也是充分的。
证明　 （必要性）只需求解多项式集 Ｇ ＝

｛Ｗ２，Ｗ４，Ｗ６，Ｗ８｝，但由于这一过程非常复杂，我
们无法在有理数域上直接给出零点分解。

设Ｖ（Ｐ）为多项式集Ｐ的零点集，下面首先证

明Ｖ（Ｇ）∪
８

ｋ＝１
Ｖ（Ｓｋ）。令Ｔ＝∩

８

ｋ＝１
Ｓｋ＝＜Ｔ１，Ｔ２，…，

Ｔ１０ ＞为理想Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓ８的交，其中Ｔｋ，ｋ＝１，２，
…，１０为理想Ｔ的生成元。对任意的 ｋ＝１，２，…，
１０，通过计算可知多项式集 ｛１－ｔＴｋ｝∪ Ｇ的

Ｇｒｂｎｅｒ基［１５］为 ｛１｝，因此 Ｖ（Ｇ）∪
８

ｋ＝１
Ｖ（Ｓｋ）。另

一方面容易验证∪
８

ｋ＝１
Ｖ（Ｓｋ）Ｖ（Ｇ）。最后注意到定

理１的八组条件依次对应于Ｖ（Ｓｋ），ｋ＝１，２，…，８。
（充分性）当条件（ｉ）成立时，系统 （８）化为

ｄｘ
ｄｔ＝ｘ（４＋ａ１ｘ

２＋ａ２ｙ
２）

ｄｙ
ｄｔ＝ｙ（－５＋ｂ２ｙ

２{ ）

（９）

系统 （９）以函数

μ（ｘ，ｙ）＝ｙ－
１３
５（－５＋ｂ２ｙ

２）－１ｘ－３·

（（－５＋ｂ２ｙ
２）－１／５

４ｂ２＋５ａ２
ｂ２ ）－１

为积分因子，因此系统 （９）在原点可积。
当条件 （ｉｉ）成立时，系统 （８）化为

ｄｘ
ｄｔ＝ｘ（４＋ａ１ｘ

２）

ｄｙ
ｄｔ＝ｙ（－５＋ｂ１ｘ

２＋ｂ２ｙ
２{ ）

（１０）

系统 （１０）以函数

μ（ｘ，ｙ）＝（１＋１／４ａ１ｘ
２）１／４

４ｂ１＋ａ１
ａ１ ｘ－７／２ｙ－３

为积分因子，因此系统 （１０）在原点可积。
当条件 （ｉｉｉ）成立时，系统 （８）化为

ｄｘ
ｄｔ＝ｘ（４＋４／３ｂ１ｘ

２＋ａ２ｙ
２）

ｄｙ
ｄｔ＝ｙ（－５＋ｂ１ｘ

２＋ｂ２ｙ
２{ ）

（１１）

假设系统 （１１）具有形式首次积分 Ｆ（ｘ，ｙ） ＝

∑
∞

ｋ＝２
ｖｋ（ｘ）ｙ

２ｋ，则有递推方程

ｄ
ｄｘｖｎ（ｘ）＝

（１０ｎ－２ｎｂ１ｘ
２）ｖｎ（ｘ）

４／３ｂ１ｘ
３＋４ｘ

＋

（２ｂ２－２ｎｂ２）ｖ－１＋ｎ（ｘ）
４／３ｂ１ｘ

３＋４ｘ
－
ｘ ｄ
ｄｘｖ－１＋ｎ（ｘ( )）ａ２
４／３ｂ１ｘ

３＋４ｘ
（１２）

设ｖ１（ｘ）＝０，通过求解递推方程并令积分常数为１
可得

ｖ２（ｘ）＝
ｘ５

（ｂ１ｘ
２＋３）４

（１３）

下面利用数学归纳法证明当ｎ≥２时，

ｖｎ（ｘ）＝
Ｐ２ｎ＋１（ｘ）
（ｂ１ｘ

２＋３）２ｎ
（１４）

其中Ｐ２ｎ＋１（ｘ）表示次数为２ｎ＋１次的多项式。
当ｎ＝２时，结论显然成立。
假设当ｎ＝ｋ时，

ｖｋ（ｘ）＝
Ｐ２ｋ＋１（ｘ）
（ｂ１ｘ

２＋３）２ｋ
（１５）
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其中Ｐ２ｋ＋１（ｘ）表示次数为２ｋ＋１次的多项式。
将ｎ＝ｋ＋１和 （１５）式代入递推方程，我们

得到

ｄ
ｄｘｖｋ＋１（ｘ）＝－

３
２
（－５＋ｂ１ｘ

２）（ｋ＋１）ｖｋ＋１（ｘ）
ｘ（ｂ１ｘ

２＋３）
－

３
４
（ｂ１ｘ

２＋３）－２ｋ－２Ｑ２ｋ＋３（ｘ）
ｘ （１６）

其中

Ｑ２ｋ＋３（ｘ）＝ｘ
３ａ２（

ｄ
ｄｘＰ２ｋ＋１（ｘ））ｂ１－

２ｋＰ２ｋ＋１（ｘ）ｂ１（－ｂ２＋２ａ２）ｘ
２＋

３ｘａ２
ｄ
ｄｘＰ２ｋ＋１（ｘ）＋６ｋｂ２Ｐ２ｋ＋１（ｘ）

为２ｋ＋３次多项式。求解方程 （１６）并令积分常数
为零，我们得到ｖｋ＋１（ｘ）具有如下形式

ｖｋ＋１（ｘ）＝
Ｐ２ｋ＋３（ｘ）

（ｂ１ｘ
２＋３）２ｋ＋２

（１７）

其中Ｐ２ｋ＋３（ｘ）表示次数为２ｋ＋３次的多项式。即当
ｎ＝ｋ＋１时，结论成立。

综上，系统 （１１）具有形式首次积分

Ｆ（ｘ，ｙ）＝∑
∞

ｋ＝２
Ｐ２ｋ＋１（ｘ）（ｂ１ｘ

２＋３）－２ｋｙ２ｋ

其中Ｐ２ｋ＋１（ｘ）为２ｋ＋１次多项式，从而由引理２，
系统 （１１）在原点可积。

当条件 （ｉｖ）成立时，系统 （８）化为
ｄｘ
ｄｔ＝ｘ（４＋２ｂ１ｘ

２＋６／５ｂ２ｙ
２）

ｄｙ
ｄｔ＝ｙ（－５＋ｂ１ｘ

２＋ｂ２ｙ
２{ ）

（１８）

同情形 （ｉｉｉ）的证明类似，利用数学归纳法可证系
统 （１８）具有形式首次积分

Ｆ（ｘ，ｙ）＝∑
∞

ｋ＝２
Ｐ２ｋ（ｙ）（ｂ２ｙ

２－５）－２ｋ－１ｘ２ｋ＋１

其中Ｐ２ｋ（ｙ）为２ｋ次多项式，Ｐ４（ｙ）＝ｙ
４。从而由引

理２，系统 （１８）在原点可积。
当条件 （ｖ）成立时，系统 （８）化为

ｄｘ
ｄｔ＝ｘ（４＋３／２ｂ１ｘ

２＋６／５ｂ２ｙ
２）

ｄｙ
ｄｔ＝ｙ（－５＋ｂ１ｘ

２＋ｂ２ｙ
２{ ）

（１９）

同情形 （ｉｉｉ）的证明类似，利用数学归纳法可证系
统 （１９）具有形式首次积分

Ｆ（ｘ，ｙ）＝∑
∞

ｋ＝２
Ｐ２ｋ（ｙ）（ｂ２ｙ

２－５）－２ｋ－１ｘ２ｋ＋１

其中Ｐ２ｋ（ｙ）为２ｋ次多项式 ，Ｐ４（ｙ）＝ｙ
４。从而由

引理 ２，系统 （１９）在原点可积 。

当条件 （ｖｉ）成立时，系统 （８）化为
ｄｘ
ｄｔ＝ｘ（４＋ａ１ｘ

２－２ｂ２ｙ
２）

ｄｙ
ｄｔ＝ｙ（－５＋７／４ａ１ｘ

２＋ｂ２ｙ
２{ ）

（２０）

同情形 （ｉｉｉ）的证明类似，利用数学归纳法可证系
统 （２０）具有形式首次积分

Ｆ（ｘ，ｙ）＝∑
∞

ｋ＝２
Ｐ４ｋ－３（ｘ）（ａ１ｘ

２＋４）－３ｋｙ２ｋ

其中Ｐ４ｋ－３（ｘ）为４ｋ－３次多项式，Ｐ５（ｘ）＝ｘ
５。从

而由引理２，系统 （２０）在原点可积。
当条件 （ｖｉｉ）成立时，系统 （８）化为
ｄｘ
ｄｔ＝ｘ４－ｂ１ｘ

２＋ －３３８６±
１
８６槡( )５７ｂ２ｙ( )２

ｄｙ
ｄｔ＝ｙ（－５＋ｂ１ｘ

２＋ｂ２ｙ
２{ ）

（２１）
对于系统 （２１），我们没有找到其形式首次积分或
积分因子，但通过计算可知其前３０阶广义奇点量
全部为零，因此我们猜想系统 （２１）在原点可积。

当条件 （ｖｉｉｉ）成立时，系统 （８）化为
ｄｘ
ｄｔ＝ｘ４＋ａ１ｘ

２＋
ｂ２（４ｂ１＋ａ１）

５ａ１
ｙ( )２

ｄｙ
ｄｔ＝ｙ（－５＋ｂ１ｘ

２＋ｂ２ｙ
２{ ）

（２２）

系统 （２２）以函数

μ（ｘ，ｙ）＝ｙ－
１３ａ１＋４ｂ１
４ｂ１＋５ａ１ｘ－

４ｂ１＋１５ａ１
４ｂ１＋５ａ１

为积分因子，因此系统 （２２）在原点可积。
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